
Έστω η συνάρτηση .
E1. 

Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  και να δειχθεί ότι είναι .
E2. 

Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις  και  είναι ίσες.
E3. 
Να μελετηθεί η συνάρτηση  ως προς τη μονοτονία και να βρεθεί το σύνολο τιμών της.
E4. 
Να ορίσετε, εφόσον ορίζεται, την αντίστροφη της συνάρτησης .
E5. 



[bookmark: _GoBack]Να δείξετε ότι αν  με , τότε υπάρχει  τέτοιο ώστε .
ΛΥΣΗ
E1. 

Το πεδίο ορισμού της  αποτελείται από όλους εκείνους τους πραγματικούς αριθμούς  για τους οποίους ισχύει:




Επομένως το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  είναι το .


Για  για τα οποία ισχύει  έχουμε:









Δηλαδή για κάθε  ισχύει η συνεπαγωγή:


αν , τότε 


οπότε η συνάρτηση  είναι .
E2. 

Το πεδίο ορισμού της  αποτελείται από όλους εκείνους τους πραγματικούς αριθμούς  για τους οποίους ισχύει:







Επομένως το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  είναι το , δηλαδή είναι .

Ακόμη, για κάθε  είναι:




Επομένως οι συναρτήσεις  και  είναι ίσες.
E3. 

Για κάθε  είναι: 


Έστω  με . Έχουμε:





Δηλαδή για οπουδήποτε  ισχύει η συνεπαγωγή:


[bookmark: MTBlankEqn]Αν , τότε .


Επομένως η συνάρτηση  είναι γνησίως αύξουσα στο .
Είναι:
· 
 και
· 




Το σύνολο τιμών της συνεχούς και γνησίως αύξουσας στο  συνάρτησης  είναι το: .
E4. 



Λόγω του ερωτήματος β) είναι , οπότε η συνάρτηση  ως γνησίως μονότονη στο  είναι συνάρτηση  και συνεπώς αντιστρέφεται.



Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  είναι το σύνολο τιμών της συνάρτησης  (δηλαδή το σύνολο τιμών της ).

Είναι .




Θεωρούμε την εξίσωση , με , και τη λύνουμε ως προς .
Έχουμε:















Επειδή η  είναι , έχει σύνολο τιμών το  και ισχύει η ισοδυναμία:



έπεται ότι η συνάρτηση  έχει αντίστροφη συνάρτηση, η οποία ορίζεται ως έξης:


 με .
E5. 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας υποθέσουμε ότι .

Θεωρούμε τη συνάρτηση .


Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  αποτελείται από όλους τους πραγματικούς αριθμούς  για τους οποίους ισχύουν:



Δηλαδή είναι .



Επειδή  με , είναι , οπότε:
· 

Η συνάρτηση  είναι συνεχής στο , αφού προκύπτει από σύνθεση και πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων.
· 

· 

· 


Από το ερώτημα Ε3) έχουμε ότι το σύνολο τιμών της συνάρτησης  είναι το , οπότε  


Επομένως  (αφού ).
· 



Το σύνολο τιμών της συνάρτησης , είναι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης , δηλαδή είναι , οπότε .


Επομένως  (αφού ).





Επειδή η συνάρτηση  είναι συνεχής στο  και ισχύει , από το θεώρημα Bolzano, έπεται ότι υπάρχει  τέτοιο ώστε .
Έχουμε:








Οπότε, υπάρχει  τέτοιο ώστε   .

oleObject3.bin

oleObject50.bin

image47.wmf
(

)

x

x

x

x

x

e1

t

x

e1

x

xxt1

e1

lim1

e1

e1

limfxlimlnlimlntln10

e1

®+¥

æö

-

=

ç÷

ç÷

+

èø

®+¥®+¥®

æö

-

=

ç÷

ç÷

+

èø

æö

-

====

ç÷

+

èø


oleObject51.bin

image48.wmf
(

)

0,

+¥


oleObject52.bin

image49.wmf
f


oleObject53.bin

image50.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

x0

f0,limfx,limfx,0

+

®+¥

®

+¥==-¥


oleObject54.bin

image51.wmf
gf

=


image4.wmf
f


oleObject55.bin

image52.wmf
g


oleObject56.bin

image53.wmf
(

)

0,

+¥


oleObject57.bin

image54.wmf
11

-


oleObject58.bin

image55.wmf
1

g

-


oleObject59.bin

image56.wmf
g


oleObject4.bin

oleObject60.bin

image57.wmf
f


oleObject61.bin

image58.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

g

g

DgDg0,f0,,0

-

==+¥=+¥=-¥


oleObject62.bin

image59.wmf
(

)

gxy

=


oleObject63.bin

image60.wmf
(

)

g

xD0,

Î=+¥


oleObject64.bin

image61.wmf
(

)

(

)

(

)

yg0,,0

Î+¥=-¥


image5.wmf
(

)

x

2

gxln1

e1

æö

=-

ç÷

+

èø


oleObject65.bin

image62.wmf
x


oleObject66.bin

image63.wmf
(

)

xx

y

xx

e1e1

ygxylne

e1e1

æö

--

=Û=Û=Û

ç÷

++

èø


oleObject67.bin

image64.wmf
xyxy

e1eee

Û-=+


oleObject68.bin

image65.wmf
xyxy

eeee1

Û-=+


oleObject69.bin

image66.wmf
(

)

yxy

1eee1

Û-=+


oleObject5.bin

oleObject70.bin

image67.wmf
y

x

y

e1

e

1e

+

Û=

-


oleObject71.bin

image68.wmf
y

y

1e

xln

1e

æö

+

Û=

ç÷

-

èø


oleObject72.bin

image69.wmf
g


oleObject73.bin

image70.wmf
1–1


oleObject74.bin

image71.wmf
(

)

,0

-¥


image6.wmf
f


oleObject75.bin

image72.wmf
(

)

(

)

(

)

y

y

1e

xln

ygx

1e

x0,

y,0

ì

æö

+

ì=

=

ï

ç÷

ï

-

Û

íí

èø

Î+¥

ï

ï

î

Î-¥

î


oleObject76.bin

image73.wmf
g


oleObject77.bin

image74.wmf
(

)

1

g:,0

-

-¥®

¡


oleObject78.bin

image75.wmf
(

)

x

1

x

1e

gxln

1e

-

æö

+

=

ç÷

-

èø


oleObject79.bin

image76.wmf
αβ

<


oleObject6.bin

oleObject80.bin

image77.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

213

hxx

βfxxαgx

-

=---


oleObject81.bin

image78.wmf
h


oleObject82.bin

image79.wmf
x


oleObject83.bin

image80.wmf
(

)

(

)

1

2

2

2

f

3

33

g

xD

x0,

x0x0

x0

xD

x0

x,0x0

-

ì

ì

Î

Î+¥

ì

>¹

ì

ïïï

ÛÛÛÛ<

íííí

Î

<

Î-¥<

ï

î

ï

ï

î

î

î


oleObject84.bin

image81.wmf
(

)

h

D,0

=-¥


image7.wmf
g


oleObject85.bin

image82.wmf
α,β0

<


oleObject86.bin

image83.wmf
αβ

<


oleObject87.bin

image84.wmf
[

]

(

)

α,β,0

Ì-¥


oleObject88.bin

image85.wmf
h


oleObject89.bin

image86.wmf
[

]

α,β


oleObject7.bin

oleObject90.bin

image87.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2132

h

ααβfαααgααβfα

-

=---=-


oleObject91.bin

image88.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

21313

h

βββfββαgββαgβ

--

=---=--


oleObject92.bin

image89.wmf
f


oleObject93.bin

image90.wmf
(

)

(

)

(

)

f0,,0

+¥=-¥


oleObject94.bin

image91.wmf
(

)

2

f

α0

<


image8.wmf
α,β0

<


oleObject95.bin

image92.wmf
(

)

(

)

(

)

2

h

ααβfα0

=->


oleObject96.bin

image93.wmf
αβαβ0

<Û-<


oleObject97.bin

image94.wmf
1

g

-


oleObject98.bin

image95.wmf
g


oleObject99.bin

image96.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

1

11

g

g

gDg,0D0,

-

--

=-¥==+¥


oleObject8.bin

oleObject100.bin

image97.wmf
(

)

13

g

β0

-

>


oleObject101.bin

image98.wmf
(

)

(

)

(

)

13

h

ββαgβ0

-

=--<


oleObject102.bin

oleObject103.bin

image99.wmf
h


oleObject104.bin

image100.wmf
[

]

α,β


oleObject105.bin

image9.wmf
αβ

¹


image101.wmf
(

)

(

)

h

αhβ0

<


oleObject106.bin

image102.wmf
(

)

ξα,β

Î


oleObject107.bin

image103.wmf
(

)

h

ξ0

=


oleObject108.bin

image104.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

213

h

ξ0ξβfξξαgξ0

-

=Û---=Û


oleObject109.bin

image105.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

213

ξα,β

ξα,ξβ

ξβfξξαgξ

0

ξαξβξαξβ

-

Î

¹¹

--

Û-=

----


oleObject110.bin

oleObject9.bin

image106.wmf
(

)

(

)

213

f

ξgξ

0

ξαξβ

-

Û-=

--


oleObject111.bin

oleObject112.bin

image107.wmf
(

)

(

)

213

f

ξgξ

0

ξαξβ

-

-=

--


oleObject113.bin

image10.wmf
ξ


oleObject10.bin

image11.wmf
(

)

(

)

213

f

ξgξ

0

ξαξβ

-

-=

--


oleObject11.bin

image12.wmf
f


oleObject12.bin

image13.wmf
x


oleObject13.bin

image14.wmf
(

)

x

x

e10

για

e

x

κάθεx

xxx0

x

e1

0e10e1eex0

e1

æö

+>

ç÷

Î

èø

-

>Û->Û>Û>Û>

+

¡

¡

1


oleObject14.bin

image15.wmf
f


oleObject15.bin

image16.wmf
(

)

f

D0,

=+¥


oleObject16.bin

image17.wmf
(

)

12

x,x0,

Î+¥


oleObject17.bin

image18.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

=


oleObject18.bin

image19.wmf
(

)

(

)

(

)

1212

1212

xxxx

lnx11

12

xxxx

e1e1e1e1

fxfxlnln

e1e1e1e1

-

----

=Þ=Þ=Þ

++++


oleObject19.bin

image20.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

1221

xxxx

e1e1e1e1

Þ-+=-+


oleObject20.bin

image21.wmf
12122121

xxxxxxxx

eee1eee1

++

Þ+--=+--


oleObject21.bin

image22.wmf
(

)

x

1212

e11

xxxx

12

2e2eeexx

-

Þ=Þ=Þ=


oleObject22.bin

image23.wmf
(

)

12

x,x0,

Î+¥


image1.wmf
(

)

x

x

e1

fxln

e1

-

=

+


oleObject23.bin

image24.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

=


oleObject24.bin

image25.wmf
12

xx,

=


oleObject25.bin

image26.wmf
f


oleObject26.bin

image27.wmf
11

-


oleObject27.bin

image28.wmf
g


oleObject1.bin

oleObject28.bin

oleObject29.bin

image29.wmf
(

)

x

x

e10

x

x

x

2

1

e1

2

10

e10(

πουισχύει

e1

e10

γιακάθεx)

+>

ì

>

ï

+

ì

ï

->

ïï

Û+¹Û

+

íí

ïï

+¹

Î

î

ï

ï

î

¡


oleObject30.bin

image30.wmf
(

)

x

e

xx0

e12eex0

Û+>Û>Û>

¡

1


oleObject31.bin

image31.wmf
g


oleObject32.bin

image32.wmf
(

)

g

D0,

=+¥


oleObject33.bin

image2.wmf
f


image33.wmf
(

)

fg

DD0,

==+¥


oleObject34.bin

image34.wmf
(

)

x0,

Î+¥


oleObject35.bin

image35.wmf
(

)

(

)

xx

xxx

e1e122

fxlnlnln1gx

e1e1e1

-+-

æö

===-=

ç÷

+++

èø


oleObject36.bin

image36.wmf
f


oleObject37.bin

image37.wmf
g


oleObject38.bin

oleObject2.bin

oleObject39.bin

image38.wmf
(

)

x

2

fxln1

e1

æö

=-

ç÷

+

èø


oleObject40.bin

oleObject41.bin

image39.wmf
12

xx

<


oleObject42.bin

image40.wmf
(

)

(

)

x

1212

12

e

θετικάμέλη

xxxx

12

xx

11

0xxeee1e1

e1e1

<<Þ<Þ+<+Þ>Þ

++

¡

1


oleObject43.bin

image41.wmf
(

)

(

)

1212

12

xxxx

2222

11fxfx

e1e1e1e1

Þ-<-Þ-<-Þ<

++++


oleObject44.bin

image3.wmf
11

-


oleObject45.bin

image42.wmf
12

xx

<


oleObject46.bin

image43.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

<


oleObject47.bin

image44.wmf
f


oleObject48.bin

image45.wmf
(

)

0,

+¥


oleObject49.bin

image46.wmf
(

)

x

x

x

x

x0

e1

y

x

e1

x

x0x0y0

e1

lim0

e1

e1

limfxlimlnlimlny

e1

+++

+

®

æö

-

=

ç÷

ç÷

+

èø

æö

®®®

-

=

ç÷

ç÷

+

èø

æö

-

===-¥

ç÷

+

èø


